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1. (7 puntos) Sean X e Y espacios de Banach y T ∈ B(X,Y ). Mostrar que existe α > 0
tal que ‖Tx‖ ≥ α‖x‖ ∀x ∈ X sii kerT = 0 y T (X) es cerrado.

2. (10 puntos) En el espacio de Banach
(
C([0, 1]), ‖ ‖∞

)
se considera el conjunto C

formado por las funciones f que verifican∫ 1/2

0
f −

∫ 1

1/2
f = 1.

Probar que C es un subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo de C([0, 1]) que no contiene
elementos de norma mı́nima.

3. (8 puntos) Sean H un espacio de Hilbert y T ∈ B(H) una isometŕıa parcial, es decir:
TT ∗T = T .

a) Mostrar que T ∗ también es una isometŕıa parcial.

b) Probar que P := T ∗T y Q := TT ∗ son proyecciones ortogonales.

c) Sean P y Q como en b). Mostrar que U : ranP → ranQ, tal que Ux = Tx
∀x ∈ ranP , es un operador unitario, mientras que T |kerP = 0.

4. (25 puntos) Sea K : L2[0, 1]→ L2[0, 1] definido como:

Kf(t) = i

∫ t

0
f(s)ds− i

∫ 1

t
f(s)ds, ∀f ∈ L2[0, 1], t ∈ [0, 1].

a) Probar que K es compacto y autoadjunto.

b) Hallar σp(K) \ {0} (notar que Kf(0) = −Kf(1), ∀f).

c) Calcular ‖K‖.


